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1、 对 于 四 个 不 同 的 正 整 数组 成 的 集合 A= {qi,q;,43,44} ， 定 义 S4=al+a;+a3+44。 并 





设 恰好 有 nn 对 (i, 让 ,1<i< j<4 使 得 a;+a,|S。。 求 所 有 的 集合 4 ， 使 得 nn 达到 最 大 值 。 





| 1 
解 : 不 失 一 般 性 假设 0 < a, < a; < qa， 则 Sa > +0 > 0 + > 了 84， 因此 ms <4。 





车 4 =4， 则 有 at+as|S4。，ar+as|S4。，a1t+as|S4，4a;+4s|S。。 因 此 只 能 有 


Qta=a ta atalatas, atasla,+as. 














令 mat+q@)=@+q@4=Q@+(@+Q3 一 -41) ， 则 m>2 。 整理 可 得 








(m+Da+t+(m-]Day=2a,<2a; ， 因 此 只 能 有 m=2 ， 因此 a;=2a, 一 3qa ， 故 
a = 3a,—4a。 


令 k(ay+a,)=a;3+ay=54, 一 7a)， 则 k>m=2， 整理 可 得 (Kk+7)a) = (5 一 k)a,， 故 





只 能 有 上 三 让 4 9 


令 aqj =c， 则 k=3 时 ，A={c,5c,7c,11c) ; 大 =4 时 ，A={c,11c,19c,29c) 。 容 易 
验证 它们 都 满足 要 求 。 

综 上 所 述 ，A={c,5c,7c,11c} 和 A={c,11c,19c,29c) 是 全 部 解 ， 其 中 c 为 任意 正 整 
数 。 




















(此 题 全 场 平均 5.35 分 ， 中 国 队 平 均 7 分) 





上 善 若水 ， 水 善 利 万 物 而 不 争 ， 处 众人 之 所 恶 ， 故 几 于 和 道 。 
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2、 有 平面 上 n>2 个 点 组 成 ， 其 中 任意 三 点 不 共 线 。 所 谓 “ 风 车 ”石子 这 样 一 个 过 程 : 


从 只 经 过 5 中 的 一 个 点 P 的 一 条 直线 1 出 发 , 以 P 为 中 心 顺 时 针 旋 转 , 直到 首次 过 到 一 个 S 
的 点 ， 记 作 Q 。 接 着 这 条 直线 以 QO 为 中 心 顺 时 针 旋 转 ， 直 到 首次 过 到 一 个 S 的 点 ， 在 更 换 





























































































































此 点 位 新 的 中 心 ， 这 样 的 过 程 无 限 持续 下 去 。 求 证 : 可 以 适当 的 选择 5 中 的 一 个 点 P， 以 
及 一 条 过 P 的 直线 I， 使 得 由 此 形成 的 “风车 ”将 5 的 每 个 点 都 无 限 次 用 作 旋 转 中 心 。 
























































定义 : 任 取 一 条 过 P 的 有 向 直线 7, 当 ! 的 箭头 顺 时 针 的 180?, 所 扫描 到 的 区 域 称 为 I 下 
方 ， 男 一 半 区 域 称 为 1 上 方 。 记 1 下 方 点 数 减 去 1 上方 点 数 为 A 。 





























以 下 直线 均 指 有 向 直线 ， 两 直线 平行 是 指 它们 方向 相同 ， 显 然 对 于 过 8 中 点 的 不 同 直 
线 1 1 ，Ai A,。 















































引 理 : 对 于 5 中 任意 一 点 P， 都 有 一 条 只 过 5S 中 点 己 的 有 向 直线 !/， 使 得 A=0 或 1， 
开 使 得 1 与 中 任意 两 点 连 线 不 平行 。 称 此 直线 1 为 P 的 好 线 。 


正明 : 任 取 一 条 过 只 经 过 5 中 点 P 的 直线 1 不 妨 设 和 A>2, 则 旋转 二 的 180°? 时 , A 变 成 -A ， 
























































7 

















于 每 次 越过 一 个 点 时 A 土 2， 也 即 相 邻 两 个 A 之 差 为 2， 所 以 在 从 A>2 一 A< 瑟 过 程 
， 必 有 一 个 时 刻 使 得 A=0 或 1。 
! 于 在 过 到 新 的 点 前 A 不 变 ， 而 S 中 任意 两 点 连 线 只 有 有 限 条 ， 因 此 可 以 取 到 与 $ 中 


所 有 连 线 不 平行 的 好 线 。 事 实 上 对 于 任意 好 线 ，|5| 为 偶数 时 A =1，|3| 为 奇数 时 A= 0 。 































































































原 题 证 明 : 设 8 的 点 为 已 ,已 ,已 ， 每 个 点 都 取 一 个 好 线 的 方向 ,7.7 。 














取 点 如， 我 们 取 它 的 一 条 好 线 为 上 开始 转动 “风车 ” 每 次 更 换 旋转 中 心 的 前 后 瞬间 A 
保持 不 变 ， 所 以 在 整个 过 程 中 ， 只 要 直线 只 经 过 5 的 一 个 点 时 ，A 一 直 是 常数 。 而 风车 的 
方向 与 4 的 夹 度 是 连续 递增 的 ， 因 此 每 个 方向 都 会 出 现 无 限 多 次 ， 因 此 每 个 方向 /都 会 出 现 















































无 限 多 次 , 而 每 次 风车 方向 为 4 时 , 由 于 它 只 过 5 中 一 个 点 , 且 A=0,1, 故此 时 它 只 经 过 5S 























中 的 一 个 点 已 ， 所 以 每 个 点 限 无 限 次 作为 中 心 。 





(此 题 全 场 平 均 0.65 分 ， 中 国 队 平均 2 分 ) 
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3、 函 数 :R 一 RR， 对 于 任意 实数 x,y， 都 有 (x+y) < y(X)+ 卫 (f(x))。 求 证 对 于 








任意 Xx<0， 都 有 f(x)=0。 








证 明 : 大 (x)=0， 则 结论 成 立 ， 以 下 f(x) 去 0。 


假设 存在 a 使 得 f(a)>0， y=-1- ， 则 f(at+y)<-f(a)<0， 所 以 总 
a 





是 存在 一 个 实数 b， 使 得 f(b)<0。 





取 x=x,y=z-x 可 得 f(z)<(z-2DfCX)+f(f(?)) (3) 。 因 此 





f(D Ez2-DF D+ FD)), Fa lim f(2)=-%. 


























车 存在 a 使 得 f(a)>0 ， 则 由 (3) 有 f(z)<(z-q)f(aq)+f(f(q)) ， 因 此 


lmf(z)=-% 。 取 y=-x 可 得 f0)<-AO+F(fFD) 1 而 














lim [fCGD+f(f(-))|=-%， 矛盾 。 因此， 对 于 任意 实数 x， 都 有 f(x) <0。 


取 y= 了 (x) 一 x 可 得 (f(x))<(f(X) 一 Xx) 了 (Xx)+ 了 (f(x))， 因 此 对 于 任意 实数 x 都 





及 (xX)< f(x)*， 因 此 当 f 了 (x)z 二 0 时 ， 有 x2> f(x)。 























对 于 任意 实数 c< 一 -了 (0) <0, 车 f(c)<0, 则 0>c>f(c)， 因此 有 |c|<|f(o|。 


在 原 式 中 取 y=-cx=c 可 得 f(0)<-cf (+f (FO)) Sdf (0) <0 ， 故 




















|f(0)|z=|c||fCO|=|e| >|7(O)|， 了 矛盾 。 因 此 对 于 任意 x< 一 /一 A0O) ， 都 及 Co) =0。 











取 M=-V-f(0)-1 ， 则 f(M)=0 ， 原 式 中 取 x=M,y=0 可 得 














0= fCM)<f(f(M))= 了 (0)， 因 此 只 能 有 (0)=0。 











对 于 任意 xX<0， 令 y= 一 x 可 得 0= 了 (0)<-xf(x)+f(f(7))<-xf (x) <0, 只 能 等 


号 成立， 


[Ea 





此 f(x)=0。 


综 上 所 述 ， 对 于 任意 Xx<0， 都 有 f(x)=0。 








(此 题 全 场 平均 1.05 分 ， 中 国 队 平 均 7 分) 
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4、nn 是 一 个 下 整数 ， 有 一 个 天 平 以 及 nn 个 重量 分 别 为 2°,2,.. 
操作 逐个 将 每 个 夸 码 都 放 上 天 平 , 每 次 操作 都 是 将 





re 
组 


秀 遍 


























.,2” 的 夸 码 。 现 在 通过 n 次 








个 尚未 放 上 天 平 的 夸 码 放 在 天 平 的 右边 














或 者 左边 ， 要 求 天 平 右边 的 重量 始终 不 超过 天 平 左边 的 重量 
过 程 ? 
解 : 设 有 a, 种 不 同 的 操作 过 程 ， 显 然 a =1。 


























对 于 任意 n>2, 考虑 最 轻 的 奈 码 2 ， 


终 不 








方法 ， 所 以 a, = (2n 一 Da,， 

















超过 天 平 左边 





























而 ， 则 只 和 全 




















.2 逐 


四 E 放 在 天 平 的 左边 
此 无 论 放 在 左边 还 是 


逐个 放 上 天 平 的 放 法 ， 如 果 2° 可 以 所 
; 如 果 插 在 其 它 位 置 
边 都 满足 要 求 ， 因 





本 AR 


口 








去 掉 这 个 夸 码 产 纺 


的 重量 , 对 应 qa, 种 方法 。 而 对 于 外 








F 意 满足 天 平 





量 。 请 


E 的 过 程 仍然 保持 右边 的 重 


在 nn 个 位 置 ， 














青 问 有 多 少 种 不 同 的 操作 











边 的 重量 始终 不 超过 天 

















如 果 29 插 在 















































因此 a, = (2n 一 D!!。 




















此 2° 共 





于 之 前 左边 总 量 


有 1+2(n 一 1)=2n 一 1 种 插入 的 


= 
总 量 


== 


至 少 比 右边 ， 

















解 2: 每 次 只 要 已 经 放 在 天 平 上 的 夸 码 中 最 重 的 夸 码 在 左边 即 可 。 假 设 第 ; 次 操作 2 ， 则 
只 能 放 在 左边 ， 这 时 只 要 前 :一 1 次 满足 要 求 即 可 ， 后 面 的 于 一 个 夸 码 可 以 随意 摆 放 ， 因 此 
0, Dc dD Sil 

a, = 4, 1+2(n— De a, 1 +2(n Da, = (2n— Da, 
由 于 a =1， 因 此 w, = (2n 一 上 )!!。 
(此 题 全 场 平均 4.06 分 ， 中 国 队 平均 7 分 ) 
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5、 设 了 是 定义 在 整数 集合 取 值 为 正 整 数 的 函数 ， 已 知 对 于 任意 两 个 整数 mn， 





有 (m 一 n)|f(m) 一 f(n) 。 求 证 : 对 于 任意 整数 m,n，f(m)<f 了 0) 过)|f(n)。 











证 明 : 





中 











; 知 f(m 一 0)|f(m) 一 (0)， 因 此 了 (mm)|f(0) 对 于 任意 整数 m 都 成 立 。 








| 








由 于 了 (0 一 罗 |f(0) 一 了 (nm) ,因此 了 (-)|f(m)，n 瑟 -n 可 得 fm)|f(-n)， 因 此 对 于 





任意 整数 n， 都 有 f(-n) = f(n)。 

















若 结 论 不 成 立 ， 则 存在 m,n ， 使 得 f(m) < f(n)， 但 是 了 (n) 不 是 了 (m) 的 倍数 。 由 于 























farm|f mf m=- fn), Ef mtn) < fn) -fm 0). 








于 了 00D)|f (m+) 一 了 (0) ;所 以 了 (m+n) 也 不 是 了 (m) 的 倍数 , 故 f(m+n) 冯 了 (m)。 











王 





于 ff mt -fm, EA) Sf mnt- fm. 



































于 fl(m+t+n)<f(n), 因 此 只 能 有 f(m+n)< ff(m),; 所 以 fn)< fm)- fmt+n), 








与 (*) 相 加 可 得 2 了 (m+n)<0， 了 矛盾 。 





综 上 所 述 ， 结 论 成 立 。 例 如 f(o0dq)=a,， f(even)=ab,， f(0)=abc。 

















证 明 2: 车 fm)|f(kn)， 则 由 于 了 0D)|f((k+Dn) 一 fm)， 帮 也 有 了 (|f((k+Dn)， 









































同样 由 于 了 ()|f(kn) 一 (Kk 一 Dn)， 故 也 有 了 ()|f((k 一 Dn) 。 由 于 f(m)|f(n)， 所 以 





了 (mD)|f (kn) 对 于 任意 整数 天 都 成 立 。 也 即 对 于 任意 xz|y ， 都 有 f(x)|f(y) ， 当 然 也 有 











f(x) < f(y)。 设 (m,n)=d ， 则 存在 x,y 使 得 d =xm+yn， 故 f(xm)|f(d)- f(yn)， 


f(yn)|f(4d) 一 fmx)， 注 意 到 f(xm)> f(d)，f (yn)> f(ad) 





























若 f(yn)< f(xm)， 则 只 能 有 了 (4d)= f(yn)， 由 于 f(4)<f(n)< f(yn)， 故 





FOOD) = 了 (qd)<fGm)， 所 以 只 能 有 f(n)=f(m)， 结 论 成 立 。 

















车 了 (yn)>fGxm)， 则 了 (qd)= 了 Gm)， 政 fm)=f(4d)， 由 于 了 (qd)|f(m)， 故 





ff 0n). 
(此 题 IMO 平均 3.26 分 ， 中 国 队 平均 7 分 》 
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6、 设 锐角 AABC 的 外 接 圆 为 D，! 是 四 的 一 条 切线 ， 记 ! 关 于 BC,C4,4B 的 对 称 直线 分 别 























与 


EH 




















为 ,4,1 。 求 证 ， 直 线 1,1,,1 构 成 的 三 角形 的 外 接 


AAA 
ME 一 


0 










V 
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y 
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1 1 
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因此 ZBAC =180° -3 LENM -3 ZFMN =90°- 了 LNDM =90°-7 ZEDF ， 又 因为 


Q@9 相 切 。 


证 明 : 设 1 与 直线 1,4,,l 交 于 








LM,N , / 


a? 


,1 两 两 交 于 








D,E,F ， 由 己 知 LB 平分 














LELN,， NB 平分 MNE,， 基 
此 B 是 ALNE 的 旁 心 ， 所 以 EB 
平分 ZFED 。 同 理 DA 平分 
LEDF，FC 平 分 LEFD， 所 


以 DA, EB,FC 交 于 ADEF 的 内 




















心 7 。 


由 于 A 是 ADMN 的 旁 心 ， 








LBIC = ZEIF =90°+ > ZEDF =180°— ZBAC ， 所 以 了 在 圆 w 上 。 





设 己 关于 BC 的 对 称 点 为 P'， 则 P' 在 EF 上 , 设 AP'CF 的 外 接 圆 与 AP'BE 的 外 接 圆 
交 于 OQ， 则 ZBOC = LBOP'+ LCOP'= LBEP'+ LCFP'=180°- LBIC ， 所 以 O 在 


上 。 





























EH 





于 LBP'C= LBPC = LBIC = LEIF = 90°+ LEDF ， 所 以 


LEQF = LEQP' + LFOP' = LIBP'+ LICP'=360° -2ZLBIC=180° -LEDF ,所 以 QO 





也 在 ADEF 的 外 接 圆 c 上 。 





过 @ 作 四 的 切线 X7 , 由 对 称 性 APBC 的 外 接 圆 与 EF 切 于 P', 故 ZFP'C= LP'BC. 























cj 是 切线 。 因 此 ， 圆 c 与 圆 中 相 切 于 @。 








因此 ZYQF = ZYQOC - LFQOC = LOBC -LFP'C = LOBP'= LOEF ， 所 以 XY 也 是 





画 


(此 题 IMO 平均 0.32 分 ， 此 题 全 场 6 个 满分 ， 中 国 队 平均 1.33 分 ) 
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